
Ïúðâî äîìàøíî ïî Äèñêðåòíè ñòðóêòóðè, óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ

Èìå: ____________________________, ÔÍ:_____, Ñïåö./êóðñ:_______

Çàäà÷à 1 2 3 4 5 Îáùî

ïîëó÷åíè òî÷êè

ìàêñèìóì òî÷êè 1 1 1 1 1 5

Çàäà÷à 1. Íåêà f : R→ R å îïðåäåëåíà òàêà:

f(x) =
2x− 7

5

(a) Äîêàæåòå, ÷å f å áèåêöèÿ

(b) Èçðàçåòå â ÿâåí âèä (÷ðåç ôîðìóëà) îáðàòíàòà �è ôóíêöèÿ f−1.

Çàäà÷à 2. 49 òî÷êè ëåæàò â êâàäðàò ñúñ ñòðàíà 14. Äîêàæåòå, ÷å ïîíå äâå îò òÿõ ñà íà ðàçñòî-
ÿíèå ïî-ìàëêî îò 3.

Óïúòâàíå: Ïîëçâàéòå ïðèíöèïà íà Äèðèõëå.

Çàäà÷à 3. Íåêà N å ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, à 2N å ìíîæåñòâîòî îò ïîäìíîæåñòâàòà
ìó. Ïîñòðîéòå áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàòà 2N è 2N × 2N.

Çàäà÷à 4. Äîáðà íàðåäáà â ìíîæåñòâîòî A å ëèíåéíà íàðåäáà, òàêàâà, ÷å âñÿêî íåïðàçíî ïîä-
ìíîæåñòâî íà A èìà íàé-ìàëúê åëåìåíò.

Îáè÷àéíàòà ÷èñëîâà ðåëàöèÿ < íå å äîáðà íàðåäáà âúðõó ìíîæåñòâîòî Z (îáÿñíåòå çàùî).

Ïîñòðîéòå äîáðà íàðåäáà ≺ âúðõó Z.
Ïîñî÷åòå ïðèìåðíà äâîéêà ÷èñëà (m,n), çà êîèòî m ≺ n, íî m > n.

Çàäà÷à 5. Íåêà R å íàðåäáà â êðàéíîòî ìíîæåñòâî A.

Äîêàæåòå, ÷å R äîáðà íàðåäáà òî÷íî êîãàòî å ëèíåéíà.
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Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1.

(a) Íåêà x1 6= x2. Òîãàâà f(x1)− f(x2) = 2(x1−x2)
5 6= 0.

(b) Îçíà÷àâàìå ñòîéíîñòòà f(x) ñ y. Òîãàâà y = 2x−7
5 .

Èçðàçÿâàìå x ÷ðåç y è ïîëó÷àâàìå x = 5y+7
2 .

Òîâà ðàâåíñòâî íè äàâà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ f−1(y) = 5y+7
2 .

Çàäà÷à 2. (Ä. Êðàë÷åâ)

Ðåæåì êâàäðàòà íà 6 åäíàêâî øèðîêè âåðòèêàëíè ëåíòè, à ïîñëå âñÿêà ëåíòà ðåæåì íà 8 åäíàêâî
âèñîêè ïðàâîúãúëíèêà.

Òàêà ïîëó÷àâàìå ðàçðÿçâàíå íà êâàäðàòà íà 48 åäíàêâè ïðàâîúãúëíèêà. Âñåêè ïðàâîúãúëíèê
å ñ øèðèíà 7/3 è âèñî÷èíà 7/4. Íàé-îòäàëå÷åíèòå òî÷êè â òàêúâ ïðàâîúãúëíèê ñà êðàèùàòà íà
âñåêè îò äèàãîíàëèòå ìó. Ïðåñìÿòàìå äúëæèíàòà íà äèàãîíàëà, òÿ å 35/12, ïî-ìàëêà å îò 3.

Âñÿêà îò äàäåíèòå â óñëîâèåòî 49 òî÷êè ùå ïîïàäíå â íÿêîé îò 48-òå ïðàâîúãúëíèöè. Àêî
òî÷êà ëåæè íà ãðàíèöà èëè âðúõ íà ïðàâîúãúëíèê, òîãàâà òÿ ïîïàäà åäíîâðåìåííî â íÿêîëêî
ïðàâîúãúëíèêà, íî â òîçè ñëó÷àé è ñúïîñòàâÿìå êîé äà å îò òÿõ.

Òàêà ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ èçîáðàçÿâà 49-òå òî÷êè â 48 ïðàâîúãúëíèêà è ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà
Äèðèõëå ïîíå 2 òî÷êè ùå ëåæàò â îáù ïðàâîúãúëíèê. Ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òÿõ å ïî-ìàëêî îò 3.

Çàäà÷à 3.

Íåêà A ⊂ N å ïðîèçâîëíî ïîäìíîæåñòâî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà. Ñúïîñòàâÿìå ìó õàðàêòåðèñ-
òè÷íàòà ðåäèöà α = α0α1α2 . . ., òàêàâà ÷å αi å 1, êîãàòî i ∈ A è 0, êîãàòî i /∈ A. Îò ëåêöèè çíàåì,
÷å òîâà ñúîâåòñòâèå å áèåêòèâíî.

Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿ f(α) = (αe, αo) òàêà:

αe = α0α2α4 . . . ñå ñúñòîè îò ÷åòíèòå áèòîâå íà α.

αo = α1α3α5 . . . ñå ñúñòîè îò íå÷åòíèòå áèòîâå íà α.

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å f å áèåêöèÿ îò ìíîæåñòâîòî íà õàðàêòåðèñòè÷íèòå ðåäèöè êúì ìíîæåñ-
òâîòî îò íàðåäåíèòå äâîéêè õàðàêòåðèñòè÷íè ðåäèöè.

Àêî îçíà÷èì ñ Ae è Ao ìíîæåñòâàòà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, ñúîòâåòíè íà õàðàêòåðèñòè÷íèòå
ðåäèöè αe è αo, ïîëó÷àâàìå êîìïîçèöèÿ îò áèåêöèè:

A→ α→ f(α) = (αe, αo)→ (Ae, Ao)

Òàçè êîìïîçèöèÿ å áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàòà 2N è 2N × 2N.

Çàáåëåæêà: Íà ëåêöèè îáñúäèõìå ôàêòà, ÷å ìîùíîñòòà íà 2N ñúâïàäà ñ ìîùíîñòòà íà ìíî-
æåñòâîòî ðåàëíè ÷èñëà â èíòåðâàëà (0, 1), ñúùî è ñ ìîùíîñòòà íà êîíòèíóóìà (ìíîæåñòâîòî íà
âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà, ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå âúðõó ïðàâà ëèíèÿ). Îò ïðåäñòàâåíàòà çàäà÷à
ñëåäâà, ÷å ñúùàòà ìîùíîñò ùå èìàò ìíîæåñòâàòà îò òî÷êè, ðàçïîëîæåíè âúâ âúòðåøíîñòòà íà
åäèíè÷åí êâàäðàò èëè ïúê âñè÷êè òî÷êè â ðàâíèíàòà èëè ïðîñòðàíñòâîòî, ò.å. èìà áèåêöèÿ ìåæäó
îòâîðåíèÿ èíòåðâàë (0, 1) è R3.
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Çàäà÷à 4.

Íåêà ïúðâî ïîñòðîèì áèåêöèÿ f : Z→ N.
Åäíà ïðèìåðíà áèåêöèÿ å:

f(n) = 2n àêî n ≥ 0
f(n) = 2|n| − 1 àêî n < 0

Äåôèíèðàìå ðåëàöèÿ ≺ âúðõó Z òàêà: n ≺ m êîãàòî f(n) < f(m).

Êàòî ïîëçâàìå áèåêòèâíîñòòà íà f è äåôèíèöèÿòà íà ≺ ìîæåì äà ïðîâåðèì, ÷å òÿ íàñëåäÿâà
âñè÷êè ñâîéñòâà íà ðåëàöèÿòà < âúðõó N: ≺ å àíòèðåôëåñèâíà, ñèëíî àíòèñèìåòðè÷íà, òðàíçè-
òèâíà è äîáðà íàðåäáà âúðõó Z.
≺ íå å íîðìàëíàòà ÷èñëîâà íàðåäáà âúðõó Z. Íåêà n = 1,m = −2. Î÷åâèäíî n ≺ m, çàùîòî

f(n) = 2, f(m) = 3, íî n > m.

Çàäà÷à 5.

Òúé êàòî âñÿêà äîáðà íàðåäáà å ëèíåéíà, îñòàâà äà äîêàæåì, àêî R å ëèíåéíà íàðåäáà â êðàé-
íîòî ìíîæåñòâî A, òÿ ùå áúäå è äîáðà íàðåäáà.

Íåêà B 6= ∅, B ⊂ A. Íà ëåêöèè ñìå äîêàçàëè, ÷å àêî R å íàðåäáà â êðàéíîòî ìíîæåñòâî A, òî
B ñúäúðæà ìèíèìàëåí åëåìåíò x, òàêúâ ÷å ∀y ∈ B, x 6= y → ¬yRx.
Íî R å ëèíåéíà, çà âñÿêà äâîéêà (x, y),¬yRx→ xRy, ñëåäîâàòåëíî ∀y ∈ B, x 6= y → xRy è x å

íàé-ìàëúê åëåìåíò â B.

Äîêàçàõìå, ÷å ïðîèçâîëíî èçáðàíîòî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî B èìà íàé-ìàëúê åëåìåíò, ñëåäî-
âàòåëíî R å äîáðà íàðåäáà.
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