
Èçïèò ïî ÄÀÀ (ïîïðàâèòåëíà ñåñèÿ), 26.08.2015 ã.

Èìå: ____________________________, ÔÍ:_____, Ñïåö.:____, Êóðñ:___

Çàäà÷à 1 2 3 4 5 6 Îáùî

ïîëó÷åíè òî÷êè

ìàêñèìóì òî÷êè 20 20 20 20 20 20 120

Çàáåëåæêà: Çà îòëè÷íà îöåíêà ñà äîñòàòú÷íè 100 òî÷êè!

Çàäà÷à 1. Ðåøåòå ñëåäíèòå ðåêóðåíòíè óðàâíåíèÿ:
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Çàäà÷à 2. Ñúñòàâåòå àëãîðèòúì ñ âðåìåâà ñëîæíîñò O(n . log k), êîéòî íàìèðà íàé-ìàëêèòå

k åëåìåíòà â ÷èñëîâèÿ ìàñèâ A[1 . . . n], k < n (12 ò.). Äîêàæåòå êîðåêòíîñòòà ìó (8 ò.).

Çàäà÷à 3. Ðàçïîëàãàìå ñ äàííè çà âçàèìíèòå çàäúëæåíèÿ ìåæäó n áàíêè. Àêî áàíêàòà X
èìà çàäúëæåíèå êúì áàíêàòà Y è Y èìà çàäúëæåíèå êúì Z, è Z èìà çàäúëæåíèå êúì X,
òî òå ìîãàò äà ïîãàñÿò âçàèìíî çàäúëæåíèÿòà ñè äî ðàçìåðà íà íàé-ìàëêîòî îò òÿõ.

Òàêîâà ïîãàñÿâàíå ñå íàðè÷à ïðèõâàùàíå è ìîæå äà âêëþ÷âà ïðîèçâîëåí áðîé áàíêè (ïîíå äâå).

Ïðåäëîæåòå àëãîðèòúì çà ðàçïîçíàâàíå äàëè èìà âúçìîæíîñò çà ïðèõâàùàíå, êîéòî ðàáîòè

â ëèíåéíî âðåìå Θ(m + n), êúäåòî m å áðîÿò íà çàäúëæåíèÿòà ìåæäó âñè÷êèòå n áàíêè.

Çàäà÷à 4. Äàäåí å ðå÷íèê (ìàñèâ), ñúñòàâåí îò n äóìè, âñè÷êèòå k-áóêâåíè è íà êèðèëèöà.

Îò åäíà äóìà ìîæåì äà ïîëó÷èì äðóãà ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíè åäíîáóêâåíè çàìåíè, ïðè óñëîâèå ÷å

ìåæäèííèòå äóìè ñå ñúäúðæàò â ðå÷íèêà. Íàïðèìåð ïðè k = 4 îò �òðúí� ñå ïîëó÷àâà �ãëîã�

÷ðåç ñëåäíàòà ðåäèöà îò çàìåíè: òðúí → òðåí → òëåí → êëåí → êëîí → ñëîí → ñëîã → ãëîã.

Ñúñòàâåòå àëãîðèòúì ñ âðåìåâà ñëîæíîñò O(kn . log n), êîéòî ïî äàäåíè äâå äóìè è ðå÷íèê

íàìèðà íàé-êúñàòà ðåäèöà îò çàìåíè, âîäåùà îò åäíàòà äóìà äî äðóãàòà.

Çàäà÷à 5. Ñòóäåíò ñå íàìèðà ïðåä ñòúëáà ñ n ñòúïàëà. Òîé ñå èçêà÷âà ïî ñòúëáàòà, êàòî

íà âñÿêà êðà÷êà âçèìà èëè ïî åäíî, èëè ïî äâå ñòúïàëà. Ñúñòàâåòå áúðç àëãîðèòúì, êîéòî

ïðåñìÿòà ïî êîëêî íà÷èíà ñòóäåíòúò ìîæå äà ñå èçêà÷è ïî ñòúëáàòà.

Çàäà÷à 6. Ðàçãëåæäàìå çàäà÷èòå çà ðàçïîçíàâàíå SubsetSum è Knapsack :

SubsetSum: Äàäåíè ñà ìàñèâ A[1 . . . n] îò öåëè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà è öÿëî ÷èñëî S > 0.
Èìà ëè ìíîæåñòâî M ⊆ {1, 2, 3 . . . n}, çà êîåòî

∑
k∈M

A[k] = S ?

Knapsack : Äàäåíè ñà äâà ìàñèâà W [1 . . . n] è V [1 . . . n] îò öåëè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà (ñúîòâåòíî

òåãëà è öåíè íà íÿêàêâè ïðåäìåòè); äàäåíè ñà è äâå öåëè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà B (ìàêñèìàëíî

òåãëî � êàïàöèòåò íà ðàíèöàòà) è Z (ìèíèìàëíà öåíà íà âçåòè ïðåäìåòè).

Èìà ëè ìíîæåñòâî M ⊆ {1, 2, 3 . . . n}, çà êîåòî
∑
k∈M

W [k] ≤ B è
∑
k∈M

V [k] ≥ Z ?

Íàìåðåòå ïîëèíîìèàëíà ñâîäèìîñò íà çàäà÷àòà SubsetSum êúì Knapsack.
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ÐÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 3. Èíôîðìàöèÿòà îò óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç íàñî÷åí ãðàô,

÷èèòî âúðõîâå ñúîòâåòñòâàò íà áàíêèòå, à ðåáðàòà ñúîòâåòñòâàò íà çàäúëæåíèÿòà ìåæäó òÿõ.

Âúçìîæíîñò çà ïðèõâàùàíå ñúùåñòâóâà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî â ãðàôà èìà öèêúë.

Òàêà äàäåíàòà çàäà÷à ñå ñâåæäà äî ðàçïîçíàâàíå äàëè íàñî÷åí ãðàô ñúäúðæà öèêúë,

à òîâà ñòàâà çà âðåìå Θ(m + n) ÷ðåç îáõîæäàíå â äúëáî÷èíà.

Çàäà÷à 4. Àëãîðèòúìúò ñå ñúñòîè îò ñëåäíèòå ñòúïêè:

1) Ñîðòèðàìå ðå÷íèêà çà âðåìå Θ(n . log n) ñ íÿêîé áúðç àëãîðèòúì, íàïðèìåð HeapSort.

2) Ïîñòðîÿâàìå íåíàñî÷åí ãðàô, ÷èèòî âúðõîâå ñà äóìèòå îò ðå÷íèêà, à ðåáðà ñà âúçìîæíèòå

çàìåíè. Çà âñÿêà äóìà âúçìîæíèòå çàìåíè ñà íå ïîâå÷å îò 29k, çàùîòî â äóìàòà èìà k áóêâè,

âñÿêà îò êîèòî ìîæå äà áúäå çàìåíåíà ñ 29 äðóãè áóêâè (â êèðèëèöàòà èìà îáùî 30 áóêâè). Âñÿêà

îò äóìèòå êàíäèäàòè ñå ïðîâåðÿâà çà íàëè÷èå â ðå÷íèêà ÷ðåç äâîè÷íî òúðñåíå çà âðåìå Θ(log n).
Çàòîâà äîáàâÿíåòî íà ðåáðàòà çà âñÿêà îòäåëíà äóìà èçèñêâà âðåìå Θ(29k . log n) = Θ(k . log n).
À çà âñè÷êèòå n äóìè íóæíîòî âðåìå å n ïúòè ïî-ãîëÿìî, ò.å. Θ(kn . log n). Òîâà å âðåìåòî

çà ïîñòðîÿâàíå íà ãðàôà.

3) Ïóñêàìå òúðñåíå â øèðèíà, êàòî çà íà÷àëåí âðúõ ñëóæè åäíàòà îò äâåòå äàäåíè äóìè.

Òàêà íàìèðàìå íàé-êúñèÿ ïúò äî äðóãàòà äóìà, ò.å. íàé-êðàòêàòà ðåäèöà îò çàìåíè. Òàçè ñòúïêà

èìà âðåìåâà ñëîæíîñò Θ(n + m), êúäåòî m å áðîÿò íà ðåáðàòà íà ãðàôà. Ïî-ãîðå âèäÿõìå,

÷å çà âñÿêà äóìà èìà íå ïîâå÷å îò 29k íà áðîé âúçìîæíè çàìåíè; òîãàâà çà âñè÷êèòå n äóìè

âúçìîæíèòå çàìåíè ñà íå ïîâå÷å îò 29kn. Òúé êàòî ãðàôúò å íåíàñî÷åí, òî áðîÿò íà ðåáðàòà

íå íàäõâúðëÿ ïîëîâèíàòà îò áðîÿ íà âúçìîæíèòå çàìåíè, ò.å. m ≤ 14, 5kn. Ñëåäîâàòåëíî

òúðñåíåòî â øèðèíà èçðàçõîäâà âðåìå Θ(n + m) = Θ(n + 14, 5kn) = Θ(kn).
Âðåìåâàòà ñëîæíîñò íà öåëèÿ àëãîðèòúì å ñáîðúò îò âðåìåíàòà íà îòäåëíèòå ñòúïêè, ò.å.

Θ(n . log n) + Θ(kn . log n) + Θ(kn) = Θ(kn . log n).

Çàäà÷à 5. Íåêà Xn å áðîÿò íà íà÷èíèòå çà èçêà÷âàíå íà ñòúëáà ñ n ñòúïàëà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

X1 = 1, X2 = 2. Ñ ïîñëåäíàòà êðà÷êà ñòóäåíòúò èçêà÷âà èëè åäíî, èëè äâå ñòúïàëà. Åòî çàùî

Xk = Xk−1 + Xk−2 , k ≥ 3. ×ðåç òîâà óðàâíåíèå ïðåñìÿòàìå Xk çà k îò 3 äî n è âðúùàìå Xn

(ïîëó÷àâàò ñå ÷èñëà íà Ôèáîíà÷è). Òîçè àëãîðèòúì èìà âðåìåâà ñëîæíîñò Θ(n).

Çàäà÷à 6. Âõîäíèòå äàííè íà çàäà÷àòà SubsetSum ñà ìàñèâúò A è ÷èñëîòî S. Êîíñòðóèðàìå
çàäà÷à Knapsack, êàòî ïðàâèì ìàñèâèòå W è V ðàâíè íà A, à ÷èñëàòà B è Z � ðàâíè íà S.

Îïèñàíàòà ñâîäèìîñò âîäè äî åäíàêâè îòãîâîðè íà äâåòå çàäà÷è, çàùîòî ñà â ñèëà òâúðäåíèÿòà:∑
k∈M

W [k] ≤ B ⇔ ∑
k∈M

A[k] ≤ S;∑
k∈M

V [k] ≥ Z ⇔ ∑
k∈M

A[k] ≥ S;( ∑
k∈M

A[k] ≤ S

)
∧
( ∑

k∈M
A[k] ≥ S

)
⇔ ∑

k∈M
A[k] = S.
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